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Das mittlere Quadrat des Abstands des Elektrons von der interatomaren z-Achse, g2,
fiir das Problem mit zwei gleichen Coulombschen Zentren wurde am Beispiel des H,+ fiir die
zwei tiefsten Zustdnde als eine Funktion des Kernabstands R einmal exakt und auflerdem
nach zwei Niherungsmethoden berechnet. Alle drei Verfahren fiihren zu dem Resultat, daB

fiir kleine Werte von R g? fiir den ersten angeregten Zustand (2po,) groBer ist als fiir den

1s0,-Grundzustand. Wenn R groBer als 2,8 a.E. ist, ist g2 fiir den 2po,-Zustand kleiner als fiir
den 1s0,-Zustand. Das heiflt, daf sich das Elektron im Grundzustand im Mittel weiter von der
z-Achse entfernt aufhilt als im ersten angeregten Zustand.

The expectation value of the square of the distance of the electron from the interatomic

z-axis, g% for the problem with two equal Coulombic centers was calculated in the case of Hy*
for the two lowest energy levels as a function of R, the nuclear separation, exactly and also
according to two approximate methods. All three procedures lead to the result that for small

values of R, g? is greater for the first excited state (2pow) than for the 1s0y-ground state. When

R is greater than 2.8 a.u., then o? is smaller for the 2poy state than for the 1so,-state. That is,
the electron is located on the average farther from the z-axis in the ground state than in the
first excited state.

Le carré probable de la distance de I’électron de I'axe interatomique z, 0% a été calculs
dans le casde 2 centres coulombiques égaux (H,+) comme fonction de la distance des noyaux B.

Un caleul exact et deux méthodes approchées montrent que pour R petit, o® est plus grand
pour Iétat excité 2po. que pour I'état fondamental 1s0,. Quand R est plus grand que 2,8 u.a.,

¢* est plus petit pour I’état 2pc. que pour I'état 1say, c. & d. Iélectron se trouve plus éloingné
de I'axe z a ’état fondamental que dans I’état excité.

1. Einleitung

Das mittlere Quadrat des Abstands des Eleksrons von der interatomaren
z-Achse fiir ein molekulares Gebilde mit zwei gleichen Coulombschen Zentren,
z. B. Hi, bezogen auf das Koordinatensystem in Abb. 1 ist gegeben durch den
Ausdruck

0% = <pi | 0* | w> (1.4)
wobei p? = z? -+ y? und y; die Wellenfunktionen des Elektrons sind. Dieser Mittel-
wert ist eine Funktion des Kernabstands B und kann exakt berechnet werden,
weil bekanntlich das Zweizentrenproblem in der Born-Oppenheimer-Néherung
[1, 2] streng losbar ist. Exakte Werte von o? fiir die Zustinde 1so, und 2poy
wurden mit y-Funktionen berechnet, die nach Herrrice und HARTMANN [3, 4]
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Fig. 1. Koordinatensystem fiir das Zweizentrenproblem (1,2 Protonen, ¢ Elektron)

gewonnen worden waren. Sie sind in Abb. 2 und Tab. 1 dargestellt. Bei kleineren

Kernabstinden liegen die Werte fiir g2 fiir den 2po,-Zustand hoher als diejenigen
fiir den 1s04-Zustand, ungefahr wie erwartet. Uberraschenderweise iiberschneiden
sich die Kurven, die die Ergebnisse darstellen, bei groBeren Abstédnden, und die

Werte fiir o fiir den 2poy-Zustand liegen tiefer als die fiir den 1so,-Zustand ; d.h.
das Elektron befindet sich im Grundzustand von der z-Achse im Mittel weiter
entfernt als im ersten angeregten Zustand.

Im Hinblick auf die Untersuchung komplizierterer Fille war es von Interesse,
einfache Néaherungsverfahren zu studieren, um festzustellen, ob sie zumindest
qualitativ gleiche Hrgebnisse liefern wie die exakte Rechnung. Um brauchbare
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Fig. 2. Berechnung von ¢? mit exakten Losungsfunktionen des Zweizentrenproblems
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Tabelle 1. Berechnung von @* mit den exakten Losungsfunktionen des

Zweizentrenproblems

Ra,) ¢* Rlay) ¢*
1s0y 2p0u 1s0y 2P0y
0 0,500 3,000 5 2,037 1,772
1 0,847 2,266 6 2,066 1,851
2 1,283 1,668 7 2,053 1,908
3 1,656 1,605 8 2,031 1,946
4 1,912 1,680 9 2,016 1,969
10 2,006 1,982

Niherungswerte fiir den Bereich 0 < R < oo zu bekommen, wurde Gebrauch von
zwei Methoden gemacht, einem Vereinigten-Atom-Verfahren (VA), giiltig fiir
R < a, (Bohrscher Radius), und einem LCAO-MO-Verfahren fir groBere Werte
von R.

2. YA-Methode
In der VA-Rechnung werden die wasserstoffihnlichen Funktionen

vy =V (a8]m) e (24)
fiir den bindenden 1soy-Grundzustand und
w1 =V (%532 7) e~=7/2 1 cos § (2.2)

fiir den lockernden ersten angeregten Zustand (2poy) benutzt. Die gesuchten
Werte of), und o lassen sich in Kugelkoordinaten berechnen, wobei der Operator

g% =r?sin? § (2.3)
lautet. Die zu berechnenden Integrale sind

oo 7 2n

0%, = (o®m) e~2o7 4 gind O drd0dd = 2/ (24)
b ][]

2n

L]
0% = (a5/32m) j je—ar risin® 0 cos? 0 drdfd — 12/t . (2.5)
o ¢

Q(_,ﬁg =]

Der Parameter « ist im allgemeinen eine Funktion des Kernabstands R und wird
durch Minimisierung der Elektronenenergie nach dem Variationsprinzip ermittelt.

In atomaren Einheiten ausgedriickt, ist der Hamiltonoperator fiir Hy (bei Ver-
nachlissigung der Wechselwirkung der Kerne untereinander)

H=—3A— > —. (2.6)

a) Grundzustand

Fiir den 1s0,-Zustand ist die kinetische Energie gegeben durch
B =—3ys | Ay

oo @ 2m

= {(o%/7) e2a7(2r — xr?) sin O drd0dd 2.7}
1)

= x?2.
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Die potentielle Energie

By =y Yoy (2.8)

1
-

2
)

.

wird mit Hilfe der Neumannschen Entwicklung berechnet

Mm

1 x k 47 e i=2
T kzo mg,_k SEel A Yy, m(01, 62) 1'221 Y, m(0s, di) (2.9)

=,
[}

wobei 7_ der kleinere und »_ der groere Wert von r und a ist.
Der Index ¢ bezieht sich auf die Protonen und der Index 4 auf das Elektron.
Nachdem die Integration in (2.8) durchgefithrt worden ist, ist

Bor = 22 > i 2:21 Yie,m(0, 42) ij ij,m(B,qﬁ)@(G,qS)sin 0d0dgé (2.10)

0 0

1
Fk = <ak+1

) j R(r)? r¥+2 dr +- ak J RpprFdr mita= 3  (241)
0 a

6(0,¢) der winkelabhéngige und R(r) der radialabhingige Teil des Quadrats der
Wellenfunktion sind.

Im kugelsymmetrischen 1so,-Zustand ist @ =1 = [/47Y,, Wegen der
Orthogonalitat der Kugelfunktionen

T 2n

[ [ 7t Yarme sin 0 0039 = b1 51 2.12)

0 0

verschwinden alle Glieder der Summe (2.10) auBer dem Term mit £ = 0 und m = 0.
Deshalb ergibt sich

E?}Ot = 875 FO
= (2/a) [1 — (1 + oa) e~2e0] . (2.13)
Nach Minimisierung der Gesamtenergie ergibt sich der Ausdruck

o =2(1 + x) e> (2.14)
wobeil % = 2xa ist.

b) Erster angeregter Zustand
Fiir den 2poy-Zustand ist die kinetische Energie

T

[or] 27
Bl — —(a8/64) j eer(art)d — 219) dyj cost Osin 09 | dg = otj8 . (2.15)
0 0 0

Um die potentielle Energie zu berechnen, betrachtet man, dag

Vi

@ = cos? ) = 3

2
(V—_g Y0+ Yo,o) (2.16)

ist. Aus Orthogonalititsgriinden verschwinden alle Terme der Gl. (2.10) auBer
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Tabelle 2. Berechnung von g% nach der V.A-Methode

B(ay) 13a, 2pou
« e & ¢
0,0 2,000 0,500 2,000 3,000
0,1 1,966 0,517 2,004 2,989
0,25 1,843 0,589 2,025 2,928
0,50 1,613 0,769 2,093 2,740
0,75 1,422 0,989 2,188 2,508
1,00 1,273 1,234 2,274 2,321
1,50 1,058 1,786 2,307 2,254
2,00 0,912 2,406 2,193 2,495
2,50 0,805 3,085 2,036 2,894
3,00 0,724 3,820 1,881 3,389
3,50 0,659 4,607 1,742 3,953
4,00 0,606 5,443 1,619 4,576
5,00 0,525 7,254 1,418 597
6,00 0,465 9,242 1,261 7,550
7,00 0,419 11,396 1,135 9,298
8,00 0,382 13,708 1,035 11,208
9,00 0,352 16,173 0,951 13,276
10,00 0,326 18,784 0,880 15,497

denen mit &k = 0, m = 0 und k& = 2, m = 0, wonach

8
Bloy= — = (Fo + % Fy) (2.17)

ist.
Die Ausdriicke F'; konnen mit Hilfe der Integrale

n(0,2) = ojae Yyrdy = 5 (1 — @ mzo x™m ) (2.18)
T ik (e—w 20 @mfm !) (2.19)

wobei # = xa = aR/2 ist, berechnet werden. Daraus ergibt sich fir die Gesamt-

energie

By = 0?8 — (xfx) (24 + 222 — (24 + 24z + 1422 + 11232 4 3072 + 25/4) e7%) .
(2.20)

Weil der 2poy-Zustand zum 1sog-Zustand orthogonal ist, kann dessen Energie
unabhingig vom Grundzustand minimisiert werden, dies fithrt zu dem Resultat

o = (@ + 322 + 10z + 34 + 96/ + 192/ + 192/a%) e-@ — 192/2° . (2.21)

Die oben stehenden Ausdriicke fiir & und ¥ stimmen mit denen iiberein, die von
MatseN [§] fir das VA-Modell durch Stérungstheorie abgeleitet worden sind.

Die Ergebnisse fir « und o? sind in Tab. 2 und in Abb. 3 gegeben.
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Fig. 4. Berechnung von g%
nach der LCAQ-Methode
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Tabelle 3. Berechnung von g% nach der LOAOQ-Methode

R{a,) 1304 2p0u
x & & &
0,00 2,000 0,500 0,400 7,500
0,10 1,980 0,511 0,420 6,809
0,25 1,913 0,551 0,452 5,873
0,50 1,779 0,646 0,514 4,582
0,75 1,651 0,761 0,584 3,603
1,00 1,538 0,888 0,658 2,899
1,50 1,361 1,154 0,798 2,103
2,00 1,239 1,410 0,900 1,779
2,50 1,154 1,634 0,962 1,667
3,00 1,099 1,817 0,995 1,648
3,50 1,055 1,953 1,010 1,671
4,00 1,028 2,043 1,016 1,711
4,50 1,012 2,094 — —
5,00 1,002 2,114 1,015 1,801
6,00 0,995 2,101 1,010 1,876
7,00 0,995 2,067 1,006 1,928
8,00 0,997 2,038 1,003 1,961
9,00 0,998 2,020 1,002 1,980
10,00 0,999 2,010 1,001 1,990
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3. LCAO-Methode

Um die Mittelwerte fiir o2 fir Hi nach der Methode von FINKELSTEIN und
Horowrrz [7], zu ermitteln, werden zwei Linearkombinationen der Atomwellen-
funktionen

wy =V (o¥m) een (3.1)
und
uy = V(o) e~or (3.2)
gebildet, eine symmetrische
wo = (uy + )V 21+ 8)] (3.3)
und eine antimetrische _
w1 = (uy — ug)[V[2(T—0)] - (3.4)

Dabei sind 8 = (u, | u,> das Uberlappungsintegral zwischen , und u,, y, der
bindende Molekiilzustand (1so,), und y; der lockernde Molekiilzustand (2poy).
Der Mittelwert des Operators p? wird fiir den 1sop- bzw. 2poy-Zustand ausgedriickt
durch

0o = <yo [ @ | po) } . \

o8 = (i | 6 |y G+ 8) [Kug [ 02 | ug)> £ <y [ @* | up)]

= (o £ ol)/(1 £ 9). (3.5)
Der Wert g = 2/a® ist oben in (2.3) gegeben. Um gf, berechnen zu konnen,
werden elliptische Koordinaten eingefiihrt. Dann ergeben sich die Formeln

0* =t — 1) (1 - (3.6)
co 1 2%
gt = (@atjm) [ [ [ emue — 1) (1 =) (2 — ) qu v ag 3.7)
§ 216
= (o®adlm) (54, — 64, + 4,) ,
wobei
R
Ay =Jp(1,00), =00, a = 5 M= (ry + 1)/ E, (3.8)
v=(r, — )[R
sind.
Wenn die Terme A, entwickelt worden sind, lauten die Gleichungen
0% = a%e~#[15 {51 + 3)[x? + 48 + 8x} (3.9)
o = 1/(1 + 8) {2/a2 + (a2e=15 #?) (B1(1 + ) + 482 + 8x3)} (3.10)
oh = /{1 — 8) {2/6F — (aPe /15 x2) (5!(1 + ) + 482 + 8x%)} (8.11)

wobei 8§ = (1 -+ % + »#%/3) e7= ist.
Die Energie wird gegeben durch

Hyp = (Hyy + Hp)/(1 + 8) = opd + oclz,B (3.12)
Hy = (Hy — Hyp)/(1 — 8) = 5iC + ofD

= (1 + (L4 %—2x3) ex))(1 + ) (3.13)

= (— 20 + 1) (1 — ) + 2(1 + %) e)/(1 £ ) . (3.14)
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Minimisierung der Energieausdriicke ergibt
p = — <B + %dB) / (2A + xjA> (3.15)

dx dn
dD dC
i — —<D+%a)/<20+%5> .

Die Werte fiir o und g2 sind in Tab. 3 und Fig. 4 eingetragen.

4. Ergebnisse und Diskussion
Die VA-Methode liefert befriedigende Werte fiir 2 wenn R < a, ist; wenn

jedoch R groB wird, geht p? gegen unendlich, statt gegen 2, weil  und die Energie
gegen Null streben. Die von MATSEN [§] nach der VA-Methode berechneten Energie-
werte stimmen gut mit den von TELLER [8] berechneten Werten iiberein, beson-
ders fiir R < a,; fir B > a, sind die zuverldssig bis B = 6a,. Es ist zu beriicksich-
tigen, daf die exakten Wellenfunktionen so approximiert werden, daf sich még-
lichst gute Energiewerte ergeben; solche Néherungen sind nicht unbedingt auch

dazu geeignet, befriedigende Néherungswerte fiir andere Operatoren, z. B. g7 zu
liefern [10].

Die nach der LCAO-MO-Methode ermittelten Werte werden zu groB bei sehr
kleinen Kernabstdnden, aber streben nach den richtigen asymptotischen Werten
bei groen Werten von E. Im allgemeinen stimmen sie viel besser mit den richtigen
Werten tiberein als die durch die VA-Theorie gewonnenen Werte. Wenn fiir R > a,
die durch die LCAO-Methode berechneten Werte benutzt werden, und fir R < g,
die durch die VA-Methode, weichen die Néherungswerte um weniger als 109, von
den exakten Werten fiir den ganzen Bereich 0 < B < co ab.

Die Ergebnisse aller drei Methoden zeigen eine Uberschneidung der Kurven

fiir % fiir den 1sgy- und den 2pgy-Zustand. Der Kreuzungspunkt liegt bei 2,20 a,
fiir die VA-Methode und bei 2,57 g, fiir die LCAO-Methode. Der exakte Wert ist
2,81 @y. Zum Vergleich: Im Grundzustand ist der Gleichgewichtskernabstand fiir
Hi 2,025 a4 [8, 9].

Die Rechnungen wurden an der Rechenanlage ZUSE Z 23 im Institut fiir physikalische
Chemie (Frankfurt/M.) durchgefiihrt.

Wir sind der Deutschen Forschungsgemeinschaft und der Alexander-von-Humboldt-
Stiftung zum Dank verpflichtet fiir die Unterstiitzung dieser Arbeit.
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